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LES NOMBRES COMPLEXES
Comment sont apparus les nombres complexes ?

En 1545 Jérdme CARDAN fournit des formules de nésmh de I'équation %= px + q.
Une des solutions de cette équation est donnéa panmule :

: 2 _4pd O 2_4.3
Jc_g+ 27q —4p-+jg_ Ng>~4p
2 Tax27 TN TN ax2T

Si I'on appliquait cette formule & I'équatiod % 15x + 4 on trouverait une solutiopdonnée par la

formule: xo A2+ 121+ 32 - [121

Cette expression pose alors deux probléemes :

1) Que signifie ca/-121 ?

2) L’expression obtenue peut-elle étre simplifiée ?

| NOMBRES COMPLEXES — REPRESENTATION :
A. Ensembldl’ des nombres complexes :

Définition 1 :  On doit aux mathématicieler (1707-1783ktBombelli (1526 — 1572)
I'invention dunombre complexe i, solution de I'équation .............

Par conséquent[ ................ ]

A U n'est pas un nombre réel{J R ), on nepeut donc pas lui donner de valeur, ni
parler du signe dé&

/" Définition 2 : N\
Tout nombre complexg s’écrit de maniere unique sous la forgie= x+iy ( XOR et VIR )
Cette écriture est appelée .........ccoviiiiiiiiii i

Xestla ... de zon écrira Ref) = X.
yestla ... dez on écrira Img) =y.
\__L’ensemble des nombres complexes est no: -

En effet si xOR alorsonax=....... s Z20NT donc xOJ .
On dira que R est inclus dans C et on écrira R.(T.

Figuwre 1 : R est inclus dans €

@ Tout nombre réel est aussi un nombre complexe.
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Définition 3 :
Soit un nombre complexe, alors
* gz estreelsi, et seulementsi, ghe ............

* 7 estunimaginaire pur si, et seulement si,gReq(.........

Exemple 1 :Les nombres 2; in/3 : -%[xsont AES oo,

Exemple 2 :a et sont deux nombres reelget (a2 —b?) /(a2 + b?)
a) A quelle conditiong est un imaginaire pur ?
b) A quelle conditiong est réel ?

Propriété 1 : Soient 2 nombres complexgset 3.
2 =% <= Re@)=Re@z) et Im(zx)=Im(z)

B. Représentation géomeétrique des nombres congplexe

Cette représentation géometrique vint plusieurslegapres I'invention des nombres complexesgslielue
en particulier au mathématicien suisse Jean-RoRsgand (1768-1822) qui publia en 180€&ssai sur une
maniere de représenter les quantités imaginaines lda constructions géométriguemais elle ne s’imposa
que lorsque les mathématiciens renommeés Gaussueh@deurent adoptée entre 1831 et 1847.

Axe des imaginaires purs

Le plan orienté est muni d’'un repére

oo- 00~

orthonormal (O ;u, v ).
On l'appelleplawnv complexe. .

M( z=x+0ly)

Axe
} des
réels

ﬁ)éfinition 4 . \
e On dit gue M de coordonnées (X ; y) a pour ......... cdmplexezy = X + Uy.
« OnditqueMest ................. dey .

» L’axe des abscisses représente I'enserRbles réels.

» L’axe des ordonnées représente I'ensemble desmaiags purs.

e Ladistance OM est appelée ................. Ze . On note |z1 | = OM.

K « Parconséquent gi=X + iy alors /| =..........coeevinnnn, /
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Exemple : Dans un plan complexe représenter les points-Ig8) K( -4 — 20) L(-30) M(5).

Axe des imaginaires purs

U
v Axe
I I — i i des
1 Ol u 1 2 réels

C. Conjugué d’'un nombre complexe :
Definition 6 :  Soit 2= x + &y un nombre complexe (x, y reels).

On appelle conjugué dg le nombre complexe no@ (« z7 barre ») défini pa%/ =[ ..........

Axe des imaginaires purs

qa e
v Axe
— des
10w 2 réels

‘//’ T - @ o

NC......) 1 M (3)

Dans le plan complexe les points M et M’ d’affixespectivesg etgx sont .......ooovenenn,

Propriété 2 :
c z0OR =
e gz imaginaire pur < ...

Il OPERATIONS DANS (' :

A. Addition et multiplication dan( :
[L’addition et la multiplication suivent les mémesgjles de calcul }

gue dans R et on rempla¢e®par -1.
En particulier: ¢ Les identités remarquables sont encore valalales (T .

¢ ZX 270 © i
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[Propriété 3:z =0 =

Reg) =0 et Im(3) =0

)

Démonstration : C’est une conséquence directe de la propriétéed av............

Exemple 1 :Trouver deux nombres réels x et y tels que 2@y — (3x -9y ) =0

Exemple 2 :Calculer
(2+0)°=

Soitz=x + iy alorsg xz =

(5+8)(-4-6)=

Le produitz xz est un nombre
De plusg xz =

@ Remarque :

B. Inverse et Quotient dafls:

Tout nombre complexe non ny/(# 0 » ) admet un inverse :
Soit z=x + i’y tel que z# 0 alors :
1 1
¥y ==
3 X+iy
Pour donner la forme algébrique gle‘1 il faut rendre le dénominateur réel, I'astucesiste

a utiliser la remarque ci-dessus.

1 1
Z X+ DY e
1 e . _1
}: +U ( forme algébrique dg ™)
Pour obtenir= et;?; sous forme algébrique on multiplie............cooooii .
. ) 2+60 2
Exemples :Donner la forme algébrique de (3 &)3 ; 530 ;a,/
C. Propriétés de la conjugaison :
/” Propriété 4 ; I
e ¥ =% o o
- FtH=FTF e FxF=Fx¥
) _ (1 —
« Si z#0 alors:[—,J—[——,J et [—?f,]— ‘?{
¥ ¥ ¥ ¥
k « Si 2#0 alorspourtoun 0 Z, 3"=7%" j
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Démonstration :

Exemple : Trouver le nombre complexg tel que :  Z+3-20 = ig

D. Affixe d'un vecteur, d’'un barycentre :

Définition 7 :
« Lorsque O est l'origine du repére le point M etdeteurOM ont la méme affixegg.

Proprieté 5 .
Axe des imaginaires purs
M .
B(3a)
AB( Zap =eneeos :
Axe
} } > des
y) réels
[- Si A et B ont pour affixes respectivgg et z4 alors le vecteuAB a pour affixezag=.......... ]
Démonstration :

Exemple : Dans le plan complexe 4 B —{; 1 + 3let 2 + @sont les affixes respectives
des points A, B, C et D. Montrez que ABCD est uraff@logramme.

Rappel : Défendtion duw barvecentye
G=bar{ (A0 )(B:B)C Y) atp+y20 & crvrriiiiiiiiiiiiii i,

Propriété 6 :
Soient A, B et C trois points du plan complexdfikas respectivega , zs et z¢.
L’affixe z¢ du point G défini par G =bar { (Ax )(B;B)(C;Y)}a+p+yzo €St:

_ 0z +Bge + V3

5 a+p+y

Démonstration :

Exemple : Soient A et B deux points du plan complexe dx&i respectivegs et zg.
Quelle est I'affixez, du point I, milieu de [AB] ?

[5/|= ............... }
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/Théoréme : \
L'équation g2 + bz+c =0 ( a, b, c réels et/20 ) de discriminanh = b2 — 4ac admet :

« SiA =0, une unique solution réeli,= ................

« SiA >0, deux solutions reelleg,= ..................... etz

 SiA <0, deux solutions complexes conjuguées

.

Z1T e =

Démonstration : ( Revoir la démonstration faite en 1°S swww.webclasse. iy

Exemple 1 :Résoudre, danl’, 'équation : %2+ 3z+5=0

Exemple 2 :  Soit le polyndmeP défini sur €, par :P(z) = 25/3 - 3%+ 3z -2

a) Vérifiez queP admet le réel 1 comme racine.

b) Trouvez 3réelsa, betctelsodeg) =(z —1)(axg?2+bg+c)

c¢) Résolvez danl’ I'équationP(z) = 0.

Exemple 3 :Résoudre, dan{l’, 'équation :5/4 + 35/2 +2=0

IV Module et arguments :

oo-  00-

Dans tout ce paragraphe, le plan complexe est um repéere orthonormal direct (O u, v )

A.Module d'un nombre complexe :

Raffaelle Bombelli (1526-1572) introduit la notidea module et Argand en inventa le nom.

@Qgel ;

Axe des imaginaires purs

M( =%+ y)

\- Par conséquent gi=x + iy alors /| =......................

Axe
i 4 » des
a1 9w téels
o Ladistance OM est appelée ................. e . On note |z1 | = OM.

N
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Cas des vecteurs :

Axe des imaginaires purs

Lt
T
0

e | 3 des
L | téels

Axe des imaginaire s puts
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Soit w le vecteur d'affixeg.. .

onaw]l=| 5
5/“!'

+ B(z:) La longueur AB est donnée par
b -
?“ (?ﬂ) i AB =
des
0 T 1 réels
Exemple : Dans le plan complexe, trouvez I'ensemble destpdil d’affixe z
telsquefzr +1-0|=3

Propriété 7:

Axe des imaginaires purs

. 1
*Si z #0 alors|

N (_5/)0 /,OM (5/)
) g 7
w7 Axe
i e} } } des
10w 2 réels
.// T f O
N (-3) 1 M (3)
.?xi?: ....... .|j?|: _______ - zl= * |7]=0e ..l
171 XI5/]=....... * Si 2#0 alors pourtourv 0 Zi 37| = .......

Exemple : Trouver I'ensemble des points M d’affixg tels que :

a)lg + 20| =

5 b)|z-3+40|=

0 ¢)|2ig -5 +4i|= d)‘éﬂ’l:l

34
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[ Propriété 8 : inégalité triangulaire

|

B. Arguments d’'un nombre complexe non nul :

[ Rappels de trigonométrie :Voir ci-contre et revoir le cours de premiere S.

Définition :
Axe des imaginaires purs
y

 On appelleargumentde z et on note arg/
M( 3) toute mesure de I'angle orienté (; OM ).

* Soit0 un argument dg alors :

S Axe aAlrgz/ = ..o
} i des ArgzZ/ = .o
1 réels

carg(1)=............ carg (-3) =............. carg(@ = .coivviinnnns arg (1) = ......ooovenen.

[ /N O wapasdoargument ! }
/Propriété 9: )

« gz estunréel nonnul positig{ O R:) = argzg =.......c.coevvvnnnn.

« g estunréelnonnulnégatf(OR.) « argz =.........coeevnnnn.

e gzestunréelnonnUB{0R" ) & argz =........cccovevnnnn.

\. z est un imaginaire purnon Nl argz =..................... /

Coordonnées pota’wes :

Le repérage par coordonnées polaires existe degrrgon mille ans, il est tres utilisé en astroneret en
géographie ( polaire vient du latin polus et dugpmlos qui signifient « tourner » ).
Définition :

Axe des imaginaires purs

M( )

Axe
des
réels

Le couple (r=0M6B ) s'appelle ..........ccevvveiiiininnnn.

Si le point M d’affixez a pour coordonnées polaire (&) alors
........................ cette expression est appelée.................c.....u.........GB

Démonstration :
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Proprieté 11 ‘Liew entre forme algéborigque (..................... ) et forme trigonométrioue

Sion connaitr e alors x=rco$ et y=rsin.
Si on connait x ety alors r g/|:\/x2+y2 et est défini par :

coso = % et sinB = )ri

Exemples :
1) Donner la forme trigonométrique ge = /3 +i
2) Donner la forme trigonométrique ge = —%cos{% +’Lsingﬂ

(Propriété 12 :
Si g =r(cosB +isin6) avecr >0, alors f/|=r et®=argz + k21 ( kO Z,).

-

/Propriété 13:

carg ()= .ccoceennnnn. carg (<) = eerennnn. . arg[a = i,
N

Démonstration :

Propriété 14 :

ALBQ B oo - -
I Gy u;AB ) =arg (21

v JGA

o
»

Jlja

Exemple : Trouver I'ensemble des points N tels que arggx -4-5) =g [211

Propriété 15 :

carg @)= oo carg (FX% ) = cooeeieieeiieiinn, -arg(%%]z ........................
Démonstration :
Exemple . . 2) En déduire co@j et sin(@)
Onposez,=-[3+0 et z,=1-i 12 12
1) Donner la forme trigonomeétrique de Exemple :
. 31000
751 Calculer (1 + :
%2

Propriété 16 :
Si A, B, C et D sont des points deux a deux disinl’affixe respectiveg/a,zs, Zce %o

alors (AB ; CD) =

Démonstration :




