Fiche de synthese sur les suites

Niveau premiere e

Sauf indication contraire, les suites sont définies pour tout entier naturel n.
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Partie A | Généralités

A. Généralités (définir une suite, comportement, Python)

Chapitre « Suites »

o) () ) )

Version animée

en ligne

F. Solutions des « A toi ».

° Quelles sont les deux facons de définir une suite ?

u, = f(n) On calcule
directement n’importe quel terme a partir
de son rang n.

Formule explicite :

EXEMPLE u, = 3n — 1. Calculons us.

us; =3 x5H—1
U5=15—1
U5=14

Uni1 = f(u,) et ug On calcule
chaque terme a partir du précédent, de
proche en proche.

Récurrence :

EXEMPLE vg = 2 et vy = 2v, — 1.

v =2Xy—1=2x2-1=3
vy =2Xv1—1=2%x3—-1=5
1)3:2><U2—1:2><5—1:9

B. Sens de variation C. Suites arithmé-

Pas besoin de connaitre u4 : on remplace n par 5. Pour obtenir v, il faut d’abord vq et vs.

Lien avec le tableur Une formule tirée vers le bas comme =B2#*2-1 est une formule de récurrence
; une formule qui utilise le rang, comme =3*A2-1, est une formule explicite.

a) On donne w, =n
t1 et t2.

2

—mn. Calculer wg et ws. b) On donne ty = 1 et t,+1 = 3t, +2. Calculer

e Comment se comporte une suite quand n devient grand ? (approche intuitive)

On représente une suite par les points de coordonnées (n;u,) et on observe ce qui se passe quand n

augmente.
u, = 0,5" Up =n2+ 2
Uy, = (—=1)™
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Les termes valent alternative-
ment 1 et —1 : la suite n’a pas
de limite.

Les termes deviennent aussi
grands qu’on veut : la suite
tend vers +oo.

Les termes se rapprochent au-
tant qu’on veut de 0 : la suite
tend vers 0 (on dit qu’elle con-
verge vers 0).

Premiere — Suites Fiche de synthese 1



e Comment calculer des termes avec Python 7

Calculer le terme de rang n de la suite vg = 2, Chercher un seuil : le premier rang n tel que
Up41 = 2vp, — 1 ¢ on répete n fois le calcul. v, > 1000. On ne sait pas combien de fois répéter
: on utilise while.

def terme(n):

v =2 # v0 v =2
for i in range(n): # n fois n=0
v =2*%v -1 # terme suivant while v <= 1000: # tant que le seuil
return v v = 2%xv - 1 # n’est pas dépassé
n=n+1
print (terme(3)) # affiche 9 print(n) # affiche 10

En effet vg = 513 et v1g = 1025.

Partie B | Sens de variation

e Comment montrer qu’une suite (u,) est croissante ou décroissante ?

0 Attention : on ne peut pas se contenter de calculer quelques termes ! Ils donnent une idée,
mais ne prouvent rien pour tous les entiers n.

Rappel : définitions Dire que (u,) est croissante signifie que pour tout entier n : wu, 1 > u,.
Dire que (u,) est décroissante signifie que pour tout entier n : w, 1 < w,.
Avec des inégalités strictes, on dit « strictement croissante » ou « strictement décroissante ».

Quelle méthode choisir 7

Comment est définie u,, ?

. . " . . u, = f(n Autres cas : récur-
Suite arithmétique ou u, contient une puis- " f ( ) .
C n avec f facile a rence, fractions,
geometrique reconnue sance q" et u, > 0 , . L., N
étudier (dérivée) polynomes. . .

1 v i 7
Signe de r, ou ¢ Méthode 2 Méthode 3 Méthode 1 :
et ug (question 9) : le quotient : la fonction la différence

Méthode 1 : la différence On calcule u, 1 — u, et on étudie son signe :
» si pour tout n, u,41 — u, = 0, alors la suite (u,) est croissante ;
» si pour tout n, up+1 — uy < 0, alors la suite (uy,) est décroissante.
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EXEMPLE Etudions le sens de variation de la suite (u,) définie par u, = n? + 2.

Ung1 — Up = [(n 4+ 1)% 4+ 2] — [n? + 2] On remplace n par n + 1 pour obtenir u, .
Untl — Up = [N2+ 204+ 14 2] — [n? + 2] On développe : (n+1)* =n? +2n + 1.

Uptl — Up = [n2 +2n+ 3] — [n2 + 2] On réduit : 1+ 2 = 3.

Moprs — Ty = n? 49 4+3—n?_9 f);ns;gne — devant le crochet change tous ses
Unp+l — Up =20+ 1 nP—n?=0et3-2=1.

n>0donc2n+1>1>0: ainsi uy41 — u, > 0 pour tout n et la suite (u,) est strictement
croissante.

Un+1
Unp,

Méthode 2 : le quotient (suite & termes strictement positifs) On calcule et on le compare

al:
. U
» si pour tout n, u, >0 et —ntl

Unp,
Unp+1

Un
Pourquoi u,, > 0 7 En multipliant % > 1 par u, > 0, le sens de I'inégalité ne change pas : on obtient

> 1, alors la suite (u,,) est croissante ;

» si pour tout n, u, > 0 et < 1, alors la suite (uy,) est décroissante.

Un41 > Unp,-

EXEMPLE Etudions le sens de variation de la suite (u,) définie par u, = 0,5".
0,5 > 0 donc 0,5" =0,5 x 0,5 x --- x 0,5 > 0 : la suite est & termes strictement positifs.

Upg1 075n+1 )
= On remplace n par n + 1 au numérateur.

W 0,5"
u 1 _ m )
2 — 0,57 Regle : & = gmr,
Up P
Un+1
n—+:0,51 n+1—n=1.
Un,
Un+1
il _ o5 i =a.
Un,
Un+1

Pour tout n, u, >0 et =0,5 < 1: la suite (u,) est strictement décroissante.

Un

Méthode 3 : la fonction associée (suite définie par u,, = f(n)) Siu, = f(n) et si f est crois-
sante (respectivement décroissante) sur [0; +ool, alors la suite (u,) est croissante (respectivement
décroissante).

Cette méthode ne s’applique pas aux suites définies par récurrence u,+1 = f(u,) (voir la partie E).

EXEMPLE Etudions le sens de variation de la suite (u,) définie par u, = n® + 2n.
On a u, = f(n) avec f(x) = 23 + 2z, définie et dérivable sur [0; +ool.
flx) = %+ 2x La fonction associée.
f'(x) =322 42 (%) = 32% et (2z) = 2.
322 >0 Un carré est positif.
322 +2>

2>0 On ajoute 2 auxr deux membres.

f/(x) > 0 sur [0;+oo] donc f est strictement croissante sur [0;+oo| : la suite (u,) est stricte-
ment croissante.
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Etudier le sens de variation de chaque suite en choisissant la méthode adaptée.
a) u, =3—2n b) v, =5 x 1,2" c) w, =n?+6n+1

e Une suite croissante est-elle forcément positive ?

Non ! La suite définie par u, = — 1 est a termes
n
négatifs, et pourtant elle est croissante :
t t t t N
1 1 2 4 ° § o 8 o ®
_ — _ | = °
Unp+1 — Un nt o < n+1> . °
_ 1 1 05| e
R AT
D+ ()
T T+ )(n+2) 14
_—n—14+n+2
Unt1 = Un = (n 4 1)(n 4 2) Les points montent, mais restent sous 'axe.
1
U —Up=—"—"——=>0
T i+ D)+ 2)

Partie C | Suites arithmétiques et géométriques

e Comment reconnaitre et montrer qu’une suite est arithmétique ou géométrique
‘?

Premiére — Suites

Suite arithmétique de raison r On ajoute
toujours le méme nombre 7 :  Up11 = Up+T.
Pour le montrer : on calcule w1 —u, ; si
le résultat est une constante r (il ne dépend
pas de n), la suite est arithmétique de raison
r.

Reconnaitre : w, = an + b est arithmétique de

raison a, avec ug = b.

Suite géométrique de raison ¢ On multiplie

toujours par le méme nombre q : Upy; =
q X Up.

Pour le montrer : si u, # 0, on calcule
Un+1

; si le résultat est une constante ¢, la

n

suite est géométrique de raison gq.
Reconnaitre : u, = a x q" est géométrique de

raison ¢, avec ug = a@.

Attention : on ne peut pas se contenter de calculer quelques termes ! Si certains termes peuvent
étre nuls, on ne divise pas : on montre directement que up 1 = ¢ X Up,.
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EXEMPLE Montrons que u, = 5n+3 définit
une suite arithmétique.

EXEMPLE Montrons que u, = 3" définit
une suite géométrique (u, # 0).

Unt1 — Up = [B(n+ 1) + 3] — [6n + 3] Uppr  320HD)
Unt1 — Up =[50+ 5+ 3] — [5n + 3] u, 32
Unt1 — Un = [Bn + 8] — [5n + 3] Unt1 _ 322
Uptl —Up =5N+8—5n—3 Un S
Un41 32n+2-2n
Uptl — Up =D ) -
n
Untl _ 32
Constante : arithmétique de raison r = Up,
5, de premier terme ug = 3. Untl _ g
Unp,

Constante : géométrique de raison g = 9,
de premier terme ug = 3° = 1.

La suite définie par w, = 4 x 3"T! est-elle géométrique ? Si oui, donner sa raison et son premier
terme.

e Existe-t-il des suites qui ne sont ni arithmétiques ni géométriques ?

Bien sfir ! Prenons u, =n?+1: ug=1, uy =2, ug =5.

> u—ug=2—1=1etugo—u; =5—2=3: comme 1 # 3, la suite n’est pas arithmétique.
U 2 U )

I 2,5 : comme 2 # 2.5, la suite n’est pas géométrique.
uo 1 Ui 2
Important Pour prouver qu’une suite n’est pas arithmétique (ou géométrique), un seul contre-
exemple suffit : ici, trois termes constituent une vraie preuve. Pour prouver qu’une suite est
arithmétique, il faut un calcul valable pour tout n.

Comment obtenir un terme quelconque d’une suite arithmétique ou
géométrique ?

Suite arithmétique de raison r Suite géométrique de raison ¢

Up = Up+ (B —p) X1

Up =Up X q" 7P

En particulier : u, = ug +n x r.
Terme cherché = terme donné + (différence des

En particulier : u, = ug x ¢".

Terme cherché = terme donné X

rangs) X raison raison (différence des rangs)

Premiére — Suites

EXEMPLE r = 8 et ug; = 4. Calculer uq33.

u133 = ugy + (133 — 31) x 8
up33 =4 + 102 x 8

w133 = 4+ 816

U133 = 820

EXEMPLE g = 2 et uy = 5. Calculer uqg.

U9 = U7 X 2 19-7
u1g = 5 x 2'2
u19 = 5 X 4096
u19 = 20480
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a) (uy) est arithmétique, ug = 7 et r = —3. Calculer ugyg. b) (vy,) est géométrique, vo = 3 et
q = 2. Calculer vg.

Peut-on étudier rapidement le sens de variation d’une suite arithmétique ou
géométrique ?

Suite géométrique de raison g et de premier terme Suite arithmétique de raison r
0 Raison | Sens de variation
Raison up > 0 ug < 0
0 0 r>0 croissante
qg>1 croissante décroissante Y\
r=20 constante —
qg=1 constante — constante — J .
r<0 décroissante

0 < g <1 | décroissante \, | croissante *

qg<0 alternée alternée

« Alternée » : les termes changent de signe a chaque rang.

Partie D | Sommes
@ Quelles sont les deux sommes de référence ?

A connaitre par cceur

A
1
1+2+3+---+n=%
6+1
2 1—qmt!
l+g+q ++q"=———| (@#1)
q 123456

Attention : la seconde somme contient n+1 termes (de ¢° = 1 Astuce de Gauss : deux fois la somme

N oon
aq ) 1+ ---+ 6 forment un rectangle 6 x 7.

@ Comment calculer la somme des termes d’une suite arithmétique ?

Formule SiS = up+upq1+---+uy est lasomme de (n — p + 1) termes d’une suite arithmétique,
alors

n—p+1) (up + up) Cost-idire g nombre de termes x (premier + dernier)'

(
= 2 2

EXEMPLE u, = 5n + 3. Calculer S = ug +uy + -+ + ujg.
Nombre de termes : 10— 04+ 1=11; up=5x0+3=3; uipg=5x10+3 = 53.
_11x(3+53) 11x56 616

2 2 5 =38

S
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@ Comment calculer la somme des termes d’une suite géométrique ?

Formule SiS = up+upt1+---+uy, est la somme de (n — p + 1) termes d’une suite géométrique
de raison g # 1, alors

1— qn—P-i‘l 1— qnombre de termes
— c’est-a-dire S = premier terme X
l1—q 1—gq

EXEMPLE Calculer S =1+2+4+4+4+84---4512.
Suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2 ;
512 =27 doncily a9 —0+ 1= 10 termes.

1210
S=1x
1-2
1-1024
§=-—""=
-1
1023
= —1 é—&-%—&-----}-é:l—%:lecarréd’airelse
S =1023 remplit sans déborder.

a) Calculer S=1+2+3+---+50. b) Calculer T =3+ 6+ 12+ 24 + - - - + 384.

Partie E | Erreurs fréquentes

% A ne pas écrire v Ce qu’il faut écrire

n+1)2=n%2+1 m+1)2=n?+2n+1

up =n?+2 donc upyg =n?+2+1 On remplace n par n+ 1 : up1 = (n+ 1)% + 2

ntl =2n 41 2ntl =91 % 2

M2 +3]—[n2+2=n?+3-n?+2 Le — change tous les signes : n? +3 —n? —2

De u3 a u1g, il y a 12 —3 = 9 termes Ilyal2—3+1=10 termes

ug < u1 < ug donc la suite est croissante Quelques termes ne prouvent rien : il faut un calcul

pour tout n

On compare uZ“ a 1 alors que u, <0 La méthode du quotient exige u, > 0 ; sinon, utiliser
la différence
Uny1 = ‘g et x +— § croissante, donc (u,) Faux pour une récurrence ! Avec ug = 1: 1; 0,5 ;
croissante 0,25... la suite décroit
. . oy . - 1 .
Une suite croissante est positive Contre-exemple : u, = —nr1 (question 5)

Partie F | Solutions des exercices « A toi »

A toi1 (question1). a)wy=02—0=0; w3=23?-3=9-3=6. b) t; = 3xtp+2 =3x1+2=15
;o ta=3xt1+2=3x5+2=17.

EN |
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A toi 2 (question 4).
a) Méthode de la différence :

Untl — Up = [3—2(n+1)] — [3 — 2n]
Untl — Up = [3 — 2n — 2] — [3 — 2n)]
Unt1 — Up = [1 — 2n] — [3 — 2n]
Uptl — Uy =1 —2n—3 4+ 2n

Un+1 — Un = —2

—2 < 0 donc la suite (uy,) est strictement décroissante. (On reconnait aussi une suite arithmétique de raison
-2.)

b) Méthode du quotient : 5 > 0 et 1,2" > 0, donc v, > 0.

Upe1 D x 12nF1

vn B x1.2n
Un+1 _ 1’2n+1—n
Un
Un+41
Un

=12
1,2 > 1 et v, > 0 donc la suite (v,) est strictement croissante.
c) Méthode de la fonction : w, = f(n) avec f(z) = 2% + 62 + 1.

f'(x)=2z+6
x>0 donc 2x >0
donc 2x+6>6>0

[ est strictement croissante sur [0;+oo[, donc la suite (wy,) est strictement croissante.

A toi 3 (question 6). 4 > 0 et 3"t > 0 donc w, # 0.

Wnp41 4 x 3n+2

w,  4x3ntl
Wntl _ gnt2—(n+1)
Wn,
Wn+1 — gnt2-n-1
Wn,
Wn+1 _3l_3
Wn,

La suite est géométrique de raison ¢ = 3 et de premier terme wy = 4 x 3971 =4 x 3 = 12.

A toi 4 (question 8).
a) ug =ug+20xr=7+20x (=3)=7—-60=—53. b)uvg=vyx2672=3x2*=3x16=48.

A toi 5 (question 12).
50 x 51 2550
a) §=—— == =127

b) Chaque terme est le double du précédent : suite géométrique de premier terme 3 et de raison 2.
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384 =3 x 128 =3 x 27 : les termes vont de 3 x 20 & 3 x 27, soit 7 — 0+ 1 = 8 termes.

Premiére — Suites

1—28
T=3
T
1-2
T=3x 2t
-1
-9
T:3x£
-1
T =3 x 255
T = 765
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